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　　摘　要 :　基于数学分析中著名的不动点原理 ,对于低密度纠删码本文证明了其删除错误译码算法稳定收敛的一

充分条件.而且指出此条件优于现有的稳定收敛条件.最后对给定的度分布对证明了此译码算法能成功译码时可接受

的最大损失δ的几个上界.
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Abstract :　Based on the known principle of fixed points in mathematical analysis ,a sufficient convergence condition of erasure

decoding algorithm for erasure codes is shown. Moreover ,it is pointed out that this convergence condition is weaker than the conver2
gence condition available. Finally ,some upper bounds on the maximum tolerable loss fractionδfor which their decoding is successful

are shown given a degree distribution pair.
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1　引言
　　近几年来 ,低密度校验 (Low2Density Parity Check ,LDPC)码

受到了人们的广泛关注 [122 ] .一方面 ,由于 LDPC码的迭代译

码算法具有低的译码复杂度 [5 ,10 ] ;另一方面 ,LDPC码可非常

接近信道容量[12 ] ,这就使得 LDPC码成为迄今为止性能最好

的码.由于删除信道下 LDPC码的分析容易些 ,而且这种深入

分析是研究其它信道下 LDPC码的前提.因此 ,本文只研究删

除信道下的 LDPC码 ,即低密度纠删码 (Low2Density Erasure

Code) ,又称这种码为复损码 (Loss2Resilient Code) [5 ] .所采用的

信道模型是删除信道 ( Erasure Channel) [13 ] ,此信道中每个编

码符号丢失的概率均为 p ,且在传输中编码符号的丢失是相

互独立的.把要传输的 k比特的源数据编码为 n ( n > k)比特

的数据后发送出去 ,若接收方接收到足够量的数据 ,则运用适

当的译码方法就可恢复 k 个比特的源数据 ,称这种码为 ( n ,

k)纠删码 ( Erasure Code) [4 ] .文[2 ]和[5 ]设计了一些低密度纠

删码 ,这些纠删码不仅能以任意接近删除信道信道容量的速

率传输 ,而且具有线性时间的编译码算法.同时对纠删码文

[5 ]和[7 ]给出了其删除错误译码算法稳定收敛的充分条件 ,

但此条件必须要求迭代函数为严格单调递减函数.基于数学

分析中著名的不动点原理 ,本文对低密度纠删码给出并证明

了其删除错误译码算法稳定收敛的一充分条件 ,而且说明了

此条件优于现有的稳定收敛条件.最后 ,对给定的度分布证明

了此译码算法能成功译码时可接受的最大损失δ的几个上

界.

2　低密度纠删码算法稳定收敛性分析

　　LDPC码可用一随机二部图 G来表示 , G的一个结点集

表示 LDPC码的信息码字 ,并称这类结点为变量结点 , G的另

一个结点集表示 LDPC码的校验约束 ,并称这类结点为校验

结点.定义二部图 G的一条边的左边 (右边)度数为图 G中此

边左边 (右边)邻接结点的度数 ,并用λi和ρi分别表示 G的左

边和右边度数为 i的边的比率 ,若令λ=λ( x) = ∑
i Ε2
λix

i - 1和ρ

=ρ( x) = ∑
i Ε2
ρix

i - 1 ,则称偶对 (λ,ρ)为 LDPC码的一度分布 ,这

时称此码是度分布为 (λ,ρ)的 LDPC码.文 [5 ]给出了删除信

道下 LDPC码的一简单译码算法 (称为删除错误译码算法) ,

并首次对纠删码的这一译码算法进行了严格分析之后 ,证明

了其删除错误译码算法稳定收敛的一充分条件 ,即对于具有

度分布 (λ,ρ)的复损码及初始删除错误概率δ∈(0 ,1) ,若对

Π x∈(0 ,1 ]有

ρ(1 -δλ( x) ) > 1 - x (1)

成立 ,则此复损码的删除错误译码算法能以大概率成功译码.

一般假定所有的校验方程都线性独立 ,这时复损码的码率 R

= 1 -∫
1

0
ρ( x) dx/∫

1

0
λ( x) dx.文[7 ]利用新的概率分析工具对

与译码过程相关联的“与或 (And2Or)树”进行了分析 ,并得出
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第 l次迭代译码之后删除错误的比率为

xl = xl (δ) =δ·λ(1 -ρ(1 - xl - 1) ) (2)

其中 x0 =δ,δ∈(0 , 1) , l Ε 1.而且定义度分布 (λ,ρ)的门限

δ3 (λ,ρ)为 :

δ3 (λ,ρ) = sup{δ| 0 <δ< 1 , lim
l→∞

xl (δ) = 0}

且有如下引理 :

引理 1[ 7] 　设 xl 如式 (2)所定义 ,删除错误概率为δ∈

(0 ,1) ,即 x0 =δ,对于度分布为 (λ,ρ)的复损码有 :

( a)若 lim
l→∞

xl = 0 ,则以上删除错误译码算法能以大概率成

功译码 ;

( b)若对于 Π x∈(0 ,δ]有δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) < x 成立 ,

则有 lim
l→∞

xl = 0.

易证引理 1 ( b)中的条件与条件 (1)是等价的.

引理 2　设λ( x)和ρ( x)如上定义 ,δ∈(0 ,1) ,则对 Π x∈

(0 ,1 ]有ρ(1 -δλ( x) ) > 1 - x成立当且仅当对 Π x ∈(0 ,δ]有

δ·λ(1 -ρ(1 - x) ) < x成立

证明　由λ( x)为 x∈(0 ,1 ]上的严格单调递增函数知它

的逆函数λ- 1 ( x)唯一存在且为严格单调递增函数 ,于是有 :

必要性　易见对 Π x ∈(0 ,1 ] ,ρ(1 - δλ( x) ) > 1 - x 成立

等价于对 Π t∈[0 ,1) ,ρ(1 - δ·λ(1 - t ) ) > t 成立 ,若这两个

条件成立 ,令 y =δ·λ(1 - t) ( t = 0时 , y =δ; t = 1时 , y = 0)得

1 - t =λ- 1 ( y/δ) , t = 1 - λ- 1 ( y/δ) ,将此式代入ρ(1 - δλ(1

- t) ) > t ( Π t∈[0 ,1) )有ρ(1 - y) > 1 - λ- 1 ( y/δ) ,即 y
δ >λ

(1 -ρ(1 - y) ) ,故有不等式δ·λ(1 - ρ(1 - y) ) < y 对于所有

y∈(0 ,δ]成立.

充分性　若对 Π x ∈(0 ,δ]有δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) < x 成

立 ,则有ρ(1 - x) > 1 - λ- 1 x
δ .令 u = 1 - λ- 1 x

δ ( x = 0

时 , u = 1 ; x =δ时 , u = 0) ,即 x =δ·λ(1 - u) ,将此式代入ρ(1

- x) > 1 -λ- 1 x
δ 即得ρ(1 - δ·λ(1 - u) ) > u , u∈[0 ,1) ,

从而得 Π x∈(0 ,1 ]有ρ(1 -δλ( x) ) > 1 - x成立.

在数学分析中有著名的不动点定理 :

定理 1[ 14] 　设函数 f ( x)满足 :

( a) - ∞< a Φ f ( x) Φ b < + ∞( a Φ x Φ b) ;

( b)存在 k ∈(0 ,1)使得对所有 x , y ∈[ a , b ]有| f ( x) -

f ( y) | Φ k| x - y|成立.

设 x1 ∈[ a , b ] ,并定义序列{ xn} : xn + 1 = f ( xn) ( n = 1 , 2 ,

⋯) ,则有 lim
n→∞

xn存在 ,且若令 lim
n→∞

xn = x 3 ,则 x 3是 [ a , b ]中满

足 f ( x) = x的唯一元素.

根据不动点定理可得如下结论.

定理 2　(低密度纠删码稳定收敛的充分条件)

设λ( x)和ρ( x)为一随机二部图的度分布 ,δ∈(0 ,1) ,对

整数 l Ε 1 ,定义 xl =δ·λ(1 - ρ(1 - xl - 1 ) ) , x0 =δ,若δ<

1
λ′(0)ρ′(1)

,则存在ξ=ξ(λ,ρ,δ) ,ξ> 0 ,使得对于所有 xl Φξ

( l = 0 ,1 , ⋯)有 lim
l→∞

xl = 0.

证明　若令 f ( x) =δ·λ(1 -ρ(1 - x) ) ,则有

xl = f ( xl - 1) =δ·λ(1 -ρ(1 - xl - 1) )

其中 x0 =δ( l = 1 , 2 , ⋯) ,即得序列 { xl } ( l = 0 , 1 , ⋯) . 将

δλ(1 -ρ(1 - xl - 1) )在 x = 0点展开为泰勒级数得

xl =δλ′(0)ρ′(1) xl - 1 + O ( x2
l - 1)

若δ<
1

λ′(0)ρ′(1)
,即δλ′(0)ρ′(1) < 1 ,则存在一充分小的常

数ξ(λ,ρ,δ) > 0使得对于所有的 xl Φξ( l = 0 ,1 , ⋯)存在常

数 k (0 < k < 1)有
| x l1

- x l2
| = | f ( x l1 - 1) - f ( x l2 - 1) | Φ|δλ′(0)ρ′(1) | | x l1 - 1 - x l2 - 1|

　+ O ( | x l
1

- 1 + x l
2

- 1| | x l
1

- 1 - x l
2

- 1| )

Φ k| x l1 - 1 - x l2 - 1|

其中 xl
1
和 xl

2
为[0 ,ξ]中的任意两个元素.

即存在充分小的ξ> 0 ,使得对于所有的 xl Φξ( l = 0 , 1 ,

⋯) f ( x)满足以下条件 :

( a) - ∞< 0 < f ( x) ΦδΦξ< + ∞(0 Φ x Φξ) ;

( b)存在常数 k (0 < k < 1) ,使得对任意的 xl
1

, xl
2
∈[0 ,ξ]

有| f ( xl
1
) - f ( xl

2
) | Φ k| xl

1
- xl

2
| .

由不动点定理 1知 lim
n→∞

xn存在 ,且若令 lim
n→∞

xn = x 3 ,则 x 3

是[0 ,ξ]中满足 f ( x) = x的唯一元素 ,但易知 x = 0是 f ( x) =

x的一个不动点 ,所以 x 3 = 0 ,即得 lim
n→∞

xn = 0.

注　若对 Π x ∈(0 ,δ]有δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) < x ,其中δ

∈( 0 , 1 ) ,则由文 [ 11 ]得 δ≤ 1
λ′(0)ρ′(1)

,但反过来δ≤

1
λ′(0)ρ′(1)

成立时并不能保证对 Π x ∈(0 ,δ]有δ·λ(1 - ρ(1

- x) ) < x (δ∈(0 ,1) )成立.因此 ,定理 2的稳定收敛条件弱

于引理 1 ( b)所给的稳定收敛条件.

3　可接受的最大损失δ的上界

　　现在以引理 2中的两个条件为工具给出以上删除错误译

码算法成功译码时可接受的最大损失δ的几个上界.

引理 3[ 12] 　设 G是度分布为λ( x)和ρ( x)的随机二部

图 ,则 G的左边和右边结点的平均度数 aL 和 aR 分别为 aL =

1/ ∫1
0λ( x) dx和 aR = 1/ ∫1

0ρ( x) dx.

由引理 2可得如下上界 .

定理 3　设λ( x)和ρ( x)为一随机二部图的度分布 , aL

和 aR分别为二部图 G左边和右边结点的平均度数 (δ∈(0 ,

1) ) ,若对 Π x∈(0 ,1 ]有ρ(1 - δλ( x) ) > 1 - x (或对 Π x ∈(0 ,

δ]有δ·λ(1 -ρ(1 - x) ) < x) ,则有 :

( a)δΦδ3 (λ,δ) Φ aL / aR ;

( b)δΦδ3 (λ,ρ) Φ
aL

aR
(1 - (1 -δ) a

R) ;

( c)δΦδ3 (λ,ρ) Φ 1
λ′(0)ρ′(1) .

证明　由λ( x)和ρ( x)均为 [0 , 1 ]上的严格单调递增函

数知 ,它们的逆函数λ- 1 ( x)和ρ- 1 ( x)也都唯一存在且均为

严格单调递增函数 ,于是结合δ3 (λ,ρ)的定义有 :

( a)已知条件等价于对所有的 x ∈(0 , 1 ]不等式 1 - δ

·λ( x) >ρ- 1 (1 - x)成立.对上式两边从 0到 1求积分得 1 -δ
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∫
1

0
λ( x) dx Ε∫

1

0
ρ- 1 (1 - x) dx = 1 -∫

1

0
ρ( x) dx.结合引理 3得

δΦδ3 (λ,δ) Φ aL / aR .

( b)若对 Π x∈(0 ,δ]有δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) < x 成立 , 则

由文[11 ]知δΦ
aL

aR
(1 - (1 -δ) a

R)成立.根据δ3 (λ,ρ)的定义

易得δΦδ3 (λ,ρ) Φ
aL

aR
(1 - (1 -δ) a

R) .

( c)若对 Π x∈(0 ,δ]有δ·λ(1 -ρ(1 - x) ) < x成立 ,其中

δ∈(0 ,1) ,则由文[11 ]得δ≤1/λ′(0)ρ′(1) ,因此δΦδ3 (λ,

ρ) Φ1/λ′(0)ρ′(1) .

4　结束语

　　基于数学分析中著名的不动点原理 ,本文对于低密度纠

删码给出并证明了其删除错误译码算法稳定收敛的一充分条

件 ,且此条件不必要求迭代函数在整个区间 x∈(0 ,δ]上为严

格单调递减函数 ,所以此条件优于现有的稳定收敛条件.最

后 ,对给定的度分布给出了此译码算法能成功译码时可接受

的最大损失δ的几个上界.对 LDPC码本文的译码算法稳定

收敛条件是在删除信道下而得出的 ,如何寻找高斯加性噪声

信道和二进对称信道等其它信道下其译码算法稳定收敛的条

件仍然是一个值得研究的重要问题.另外 ,可利用最优化理论

的知识研究寻找最优度分布 (λ,ρ)的方法 ,从而构造良好性

能的 LDPC码 ,这也是构造基于二部图的纠删码的非常重要

的问题.
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